La technique du Matching Pursuit

Présentation de M2RI - Module ARD
Université de Rennes 1 - INSA de Rennes

Cédric Fleury

12 Novembre 2007

1 Introduction

Le Matching Pursuit [7] [1] est une technique de
traitement du signal, dite de décomposition par-
cimonieuse, qui permet de représenter un signal
par une combinaison linéaire de formes d’ondes ap-
partenant a un ensemble, appelé dictionnaire. Ces
formes d’ondes sont sélectionnées de telle fagon
qu’elles représentent le mieux possible la struc-
ture du signal. La combinaison linéaire des formes
d’ondes est qualifiée de parcimonieuse car elle n’a
que peu de coefficients significatifs. Cela pourra étre
utilisé pour extraire facilement de I'information du
signal.

Par exemple, en utilisant un grand dictionnaire
redondant de différentes formes d’ondes bien loca-
lisées soit en temps soit en fréquence, appelé dic-
tionnaire « temps - fréquence », on peut ainsi avoir
une bonne décomposition du signal quelque soit ses
caractéristiques. Cette décomposition flexible est
particulierement intéressante pour représenter les
signaux dont la localisation de leurs composantes
varie largement en temps et en fréquence.

La partie 2 présentera la notion de diction-
naire en donnant ’exemple du dictionnaire « temps
- fréquence ». L’algorithme du Matching Pur-
suit, ainsi que son utilisation avec un dictionnaire
« temps - fréquence » seront présentés en partie 3.
Enfin, nous verrons dans la partie 4, les différentes
applications du Matching Pursuit dans le traite-
ment du signal.

Notations Comme Mallat et Zhang [7], on no-
tera L2(R) espace d’Hilbert des fonctions & valeurs

complexes tel que, pour f € L2(R)
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Un espace d’Hilbert est une généralisation en di-
mension quelconque d’un espace Euclidien.
Le produit scalaire de (f, g) € L?(R)? est défini par
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o g(t) est le conjugué complexe de g(t).
La transformée de Fourier de f(t) € L?(R) s’écrit

f(w) et est défini par
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Enfin, dans I'espace L2(R), un signal est considéré
comme une fonction f(¢) € L%(R).

2 Décomposition en atomes
« Temps - Fréquence »

Pour extraire de linformation d’un signal, il
peut étre intéressant de décomposer ce signal en
une famille de fonctions bien localisées a la fois
en temps et en fréquence. Ces fonctions, appelées
atomes « temps - fréquence », sont regroupées dans
un dictionnaire. Mallat et Zhang [7] proposent de
générer un tel dictionnaire en modifiant 1’échelle,
en translatant et en modulant une fenétre simple
g(t) € L*(R). Soit I'échelle s > 0, la modula-
tion en fréquence £ et la translation w, on note
v = (s,u,€) € T = Rt x R? et on définit un atome



« temps - fréquence » de la maniere suivante :
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Fi1a. 1 — Représentation de 1’énergie d’une atome
« temps - fréquence » en fonction de ’échelle s, la
modulation en fréquence & et la translation u.

Comme le montre la figure 1 :

— par rapport au temps, la fonction g(¢)
est centrée autour de u et son énergie est
concentrée au voisinage de u avec une taille
proportionnelle a s.

— par rapport a la fréquence, la transformée de
Fourier §,(w) est centrée autour de £ et son
énergie concentrée au voisinage de £ avec une
taille proportionnelle a %

Le dictionnaire obtenu est alors la famille de vec-
teurs D = (g (t))yer. On dit que le dictionnaire est
complet uniquement si la combinaison linéaire des
vecteurs de D est dense dans ’espace d’Hilbert, ici
L2(R). Le plus petit dictionnaire complet possible
est une base de L2(R). Cependant, dans la plupart
des cas, le dictionnaire est largement redondant, ce
qui permet d’avoir une plus grande liberté dans la
décomposition des signaux.

Pour représenter efficacement un signal, c’est-a-
dire une fonction f(t), on doit sélectionner un sous-
ensemble approprié d’atomes (g, (t))nen avec v, =

(Sn; Up, f’n) tel que
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Les coefficients a,, dépendent de latome g, (t)
choisi. Ils portent des informations sur la structure
du signal. Ce sont donc eux que 'on va chercher &
calculer en plus de I'indice 7,, de I’atome choisi.

3 Matching Pursuit

3.1 Principes généraux

Le Matching Pursuit est un algorithme itératif
qui décompose un signal grace a un dictionnaire de
vecteurs D appartenant a l’espace d’Hilbert H du
signal, comme par exemple le dictionnaire « temps
- fréquence » dans L2(R) vu précédemment.
A chaque itération, l’algorithme devra choisir
latome (g)yer qui correspond le mieux au signal
a reconnaitre. Pour cela, il faudra choisir une
fonction de corrélation qui permettra de mesurer
la corrélation entre les différents atomes (g)yer
et le signal. Cette fonction nous donnera donc le
coefficient a,, de la décomposition parcimonieuse.
Comme dans l'algorithme initial de Mallat et
Zhang [7], nous utiliserons le produit scalaire
comme fonction de corrélation. Cependant, il
existe des versions plus récentes, comme celle de
Gribonval et coll. [3], qui utilisent des fonctions de
corrélation différentes afin d’améliorer I’algorithme.

On notera R™f le résidu de la fonction f apres n
itérations pour n > 0. R™ f est ce qui n’a pas encore
était traité dans la fonction f. On pose ROf = f.

On suppose que l'on est arrivé a la n?™¢ itération
et que l'on a calculé le résidu R™ f. On va alors choi-
sir grace a la fonction de corrélation (ici le produit
scalaire) un atome g,,, € D qui correspond le mieux
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Le résidu R™f est de nouveau décomposé en

R"f =(R"f,94,) g, + R""'f,

ce qui définit le résidu a I'ordre n + 1. Etant donné
que R"! f est orthogonal & g, , I'énergie du résidu



peut s’écrire
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Apres m itérations, le Matching Pursuit décompose
le signal f en

m

f=> (R"f.gv.) gv. + R™ .

n=0

De la méme facon, on peut trouver une équation de
conservation de I’énergie telle que
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Malgré que cette décomposition ne soit pas linéaire,
la conservation de 1’énergie est respectée comme
si c¢’était une décomposition linéaire orthogonale.
Le signal f peut étre caractérisé par une double
séquence ((R™f,g~,),Vn)nen, O 7, est l'indice
de l'atome sélectionné dans le dictionnaire et
(R™f, 9~,) est le produit scalaire correspondant.

Si on s’arréte a l'ordre m, on approxime alors
f avec une erreur égale a R™f. Si les vecteurs
(g~, Jogn<m ne sont pas orthogonaux, cette ap-
proximation n’est pas celle qui approxime le mieux
f. En effet, Mallat et Zhang [7] ont montré que,
grace a une technique de « back-projection » qui
consiste a re-projeter le résidu R™f dans l'espace
généré par les vecteurs (g, )ogn<m, cela permet
de réduire I’énergie de Uerreur || R™ f|%.

A Tinverse, si 'on continue a itérer, Mallat et
Zhang [7] ont prouvé que lerreur ||R™ f|| converge
exponentiellement vers zéro dans un espace de di-
mensions finies. On obtient donc

+oo
[= Z (R™f, g'yn>9'yn-
n=0

Dans la plupart des cas, on arréte l'itération
lorsque lerreur est devenue inférieure a une
précision e désirée. Le nombre d’itération nécessaire
pour obtenir cette condition dépend du taux
de décroissement de ||[R™f]|. Mais, étant donné
que cette erreur ||[R™ f|| décroit exponentiellement
jusqu’a zéro, on peut étre sir que l'algorithme
converge vers une solution.

3.2 Matching Pursuit avec un dic-
tionnaire « Temps - Fréquence »

Pour les dictionnaires d’atomes « temps -
fréquence », le Matching Pursuit permet une
décomposition qui s’adapte & la fois dans le
temps et selon la fréquence du signal a traiter.
Il décompose toute fonction f € L2(R) en une
somme d’atomes « temps - fréquence » complexes
qui sont corrélés a ces résidus.

Afin d’illustrer la décomposition d’un signal
par Matching Pursuit dans le domaine « temps -
fréquence », Mallat et Zhang [7] proposent une nou-
velle distribution de I’énergie « temps - fréquence »
obtenu en sommant les distributions de Wigner
de chaque atome sélectionné par l'algorithme du
Matching Pursuit. Cette nouvelle distribution est
définie par
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ou Wy, (t,w) est la distribution de Wigner de g, .
La distribution de Wigner d’une fonction f(t) est

too T, 7 T .
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Fic. 2 — Distribution de 1’énergie « temps -
fréquence » du signal IV, qui est la somme des si-
gnaux I, IT et III.



Cette nouvelle distribution permet de représenter
I’énergie d'un signal dans le plan « temps -
fréquence », comme le montre le figure 2. L’énergie
des atomes du dictionnaire est représentée par des
lignes horizontales pour les fonctions cosinus (F),
des lignes verticales pour les Dirac (E) et des el-
lipses proportionnelles aux valeurs du temps et de
la fréquence pour les fonctions de Gabor (C,D).

4 Applications

Le Matching Pursuit a de nombreuses applica-
tions dans le traitement du signal. Nous allons voir
quels peuvent étre les différents traitements que
le Matching Pursuit permet d’appliquer au signal,
ainsi que des exemples d’applications de ces trai-
tements dans les différents domaines qui utilisent
le traitement du signal, en particulier le traitement
du son et celui des images. La décomposition en
atomes « temps - fréquence » par Matching Pur-
suit comme nous I’avons vu précédemment est bien
adaptée pour le traitement du son. Cependant, la
technique du Matching Pursuit peut également étre
appliquée beaucoup d’autres domaines en chan-
geant simplement le type de dictionnaire utilisé.
Par exemple, pour traiter des images, on pourra
utilisé un Matching Pursuit avec un dictionnaire de
Gabor a 2 dimensions comme le proposent Mallat
et Bergeaud [6].

4.1 Compression

Le Matching Pusrsuit peut permettre de com-
presser un signal en le codant par la double
séquence ((R"f, g~,) Yn)nen ol on garde que les
n premiers atomes de la décomposition selon le taux
de compression souhaité. Par exemple, Figueras i
Ventura et coll. [4] proposent de coder une image

par Matching Pursuit comme présenté sur la figure
3.

Les avantages que voient Figueras i Ventura et

coll. & ce type de codage sont :

— une bonne performance de compression a bas
taux (comparable, voire meilleure & celle du
JPEG-2000),

— une tres bonne robustesse de 'image recom-
posée apres décodage au changement d’échelle,

D Atome

Dictionnaire redondant

Image dorigine, f

Résidu Indexes des atomes

Dé " par)
Matching Pursuit

Fic. 3 — Compression d’un image grace au Mat-
ching Pursuit

méme si 'image recomposée est de taille
supérieure a l'image d’origine,

— une possibilité de changer le taux de com-
pression selon le besoin sans avoir a reco-
der toute I'image. En effet, il suffit de gar-
der un nombre plus ou moins important des
premiers atomes de la décomposition par Mat-
ching Pursuit pour changer le taux de compres-
sion. Moins on garde de coefficients, meilleur
sera le taux de compression, mais la qualité de
I'image sera bien stir moins bonne.

4.2 Débruitage et extraction de
structures cohérentes

Pour pouvoir retirer un bruit présent dans le si-
gnal, ce n’est pas I'information contenu dans le si-
gnal qui est importante, mais la cohérence de cette
derniere par rapport au systeme d’interprétation
du signal. Mallat et Zhang [7] ont étudié la notion
de cohérence et décrit un algorithme qui isole les
structures du signal qui sont cohérentes par rap-
port & un dictionnaire donné. Pour cela, a la chaque
itération n de I’algorithme du Matching Pursuit, ils
proposent de mesurer le taux de corrélation entre
I’atome choisi dans le dictionnaire g,, et le résidu
R™f

mn
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et de le comparer a lespérance du taux de
corrélation E(A(R"W)) entre Patome g, et le
résidu du bruit R"W. Ils définissent les structures
cohérentes du signal comme les m premiers vec-
teurs (g, Jogn<m qui ont un plus grand taux de
corrélation avec R"™f que avec R"W. C’est-a-dire

que f a m structures cohérentes si et seulement si

Codeur Fi
Goefficients |_2rithmeétique

lux de
bits



pour 0 <n<m
AR f) > EA(R"W)),

et
A(R™f) < E(A(R™W))

Mallat et Zhang [7] utilisent cette méthode pour
extraire de la parole d’un signal contenant du bruit,
afin de pouvoir reconstituer ensuite le signal avec
la parole sans le bruit grace au m premiers termes
de la décomposition par Matching Pursuit.

4.3 Reconnaissance d’information

Grace a ses propriétés, le Matching Pursuit peut
également étre utilisé pour reconnaitre des infor-
mations dans le signal. En effet, si on utilise le
Matching Pursuit avec un dictionnaire correspon-
dant a différentes variantes des fragments d’in-
formations a reconnaitre, on pourra certainement
retrouver quelles sont les informations présentes
dans le signal en fonction des coefficients de sa
décomposition parcimonieuse. Gribonval et Bacry
[2] utilisent ainsi une version améliorée, un Mat-
ching Pursuit pour retrouver des notes dans un
morceau de musique.

Ils définissent un nouveau dictionnaire, dit har-
monique, puis ils T'utilisent pour reconnaitre les
différentes notes de musique présentes dans le si-
gnal grace a un Matching Pursuit spécialisé a ce
dictionnaire harmonique. Cette méthode permet
de reconnaitre les notes méme dans des conditions
difficiles, comme par exemple, des durées de note
tres différentes, la présence de réverbérations ou de
bruit, etc.

5 Conclusion

Le Matching Pursuit permet de décomposer un
signal en une combinaison linéaire de différents
atomes présents dans un dictionnaire. Ces atomes
sont choisis en fonction de leur corrélation avec le si-
gnal a traiter : on choisit en premier, les atomes qui
ont la plus forte corrélation avec le signal. Le signal
peut donc étre caractérisé par les indices des atomes
choisis, ainsi que par les coefficients de corrélation
entre le signal et ces derniers.

Un des principaux avantages du Matching Pur-
suit est que le décomposition résultant de l'algo-
rithme est parcimonieuse, c’est-a-dire qu’elle ne
contient que peu de coefficients significatifs. En
effet, I'information du signal est regroupée dans
les coefficients des n premiers atomes. Cette ca-
ractéristique de la décomposition rend possible
l'utilisation du Matching Pursuit dans de nombreux
domaines du traitement du signal. Par exemple,

— pour compresser un signal, il suffit de le coder
avec les indices des atomes et les coefficients
de corrélation.

— pour débruiter un signal, il suffit de garder les
premiers atomes qui correspondent a des struc-
tures cohérentes et de ne pas garder les autres
qui correspondent au bruit.

— pour reconnaitre de l'information dans un si-
gnal, il suffit de regarder les premiers atomes
qui ressemblent le plus au signal et ainsi d’en
déduire de I'information.

Néanmoins, le Matching Pursuit est souvent
considéré comme un algorithme un peu trop lent,
en particulier s’il utilise un dictionnaire redon-
dant de tres grande taille. En effet, malgré des
améliorations proposées par Mallat et Zhang [7]
pour améliorer la version originale du Matching
Pursuit, la complexité d’une itération de l’algo-
rithme est d’au moins O(N), ot N est le nombre
d’échantillons du signal traité. Sachant que pour at-
teindre une précision acceptable pour la reconstruc-
tion du signal apres traitement, il faut en moyenne
un nombre d’itération égal a une fraction de N,
d’out une complexité générale de I'algorithme d’au
moins O(N?). Cependant, il existe maintenant des
versions plus récentes de ’algorithme du Matching
Pursuit qui permettant de réduire les temps de cal-
cul. Par exemple, Gribonval et Krstulovic [5] pro-
posent une méthode qui permet de descendre la
complexité d’'une itération & O(log N) et donc la
complexité de I’algorithme générale & O(N log N)
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